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Исследована проблема потери устойчивости динамической системы резания за счет позиционных связей, 
формируемых в результате изменения сил резания в зависимости от упругих деформационных смещений 
инструмента относительно заготовки. Показывается зависимость потери устойчивости процесса резания от 
кососимметричных составляющих суммарной матрицы жесткости системы, формирующие циркуляционные 
(непотенциальные) силы. 
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Введение. Обеспечение устойчивости точки равновесия динамической системы резания харак- 
теризует одно из необходимых условий обработки материалов резанием на металлорежущих 
станках. В связи с этим, практически с самого начала исследований, направленных на выяснение 
свойств процесса резания, вопросам вибраций, сопровождающих процесс обработки, уделяется 
значительное внимание [1-4]. В частности, показано, что главной причиной формирования виб- 
раций является потеря устойчивости точки равновесия и образование в системе автоколебаний. 
Однако во всех работах по устойчивости и автоколебаниям рассматриваются скалярные динами- 
ческие модели. Даже в том случае, когда со стороны инструмента и заготовки анализируются 
достаточно сложные и общие модели, динамическая связь, формируемая процессом резания, 
представляется в виде зависимости силы от упругого деформационного смещения инструмента в 
направлении зоны резания. Поэтому фактически модель становится скалярной. Именно поэтому 
потеря устойчивости связывается с существованием запаздывания изменения сил по отношению к 
деформационным смещениям. В данной статье рассматриваются механизмы потери устойчивости 
в системе, составляющие силы в которой изменяются в пространстве от деформационных смеще- 
ний. В этом случае, даже при условии, что запаздывающий аргумент отсутствует, возможна поте- 
ря устойчивости за счет действия циркуляционных сил, формирование которых в скалярных мо- 
делях невозможно. 

Механизм потери устойчивости динамической системы резания за счёт позиционных 
сил для базовой динамической модели. Ранее показано, что главные свойства динамической 
системы резания определяются следующим уравнением (рис.1) [4] 


“Хх (ах 
+й——+сХ =Р(Х,а,Б), 1 
а? а р) (1) 


где Х ея. — упругие деформационные смещения вершины инструмента относительно её 


т 





координаты без процесса резания; Р(Х,а,Б) ={Е(Х,а,6), Е (Х ‚а,Б)}’ - вектор-функции, 
характеризующие динамическую связь, формируемую процессом резания; а, В — соответст- 
венно толщина и ширина срезаемого слоя, зависящие от величины подачи на оборот 5° и 


т 0 
глубины резания т) при заданных геометрических параметрах инструмента; „| | 
т 
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Ех п й, &= С 1 

й > й, › | С12 С 2 
гих коэффициентов подсистемы инструмента без процесса резания. Матрицы т, й и сявля- 
ются симметричными и положительно определёнными. Следовательно, при Ё(Х,а,Б) =0 


й — соответственно матрицы инерционных, скоростных и упру- 


система (1) имеет единственную точку равновесия Х” = {0,0}', которая является асимпто- 
тически устойчивой. Схема преобразования системы координат станка У = {У ,У,,У,}" в сис- 


тему координат деформационных смещений И приведена на рис.1. В на- 
стоящей работе мы ограничились рассмотрением деформационных смещений в плоскости 
Х={Х,Х,\' , так как в традиционной схеме обработки величина а-—>0. 





Рис.1. Схема модели динамической подсистемы режущего инструмента 
и формирования площади срезаемого слоя 


Для анализа устойчивости равновесия, как известно, необходимо определить уравнение в 
вариациях относительно точки равновесия [5, 6]. В свою очередь, точка равновесия 


Х® ={Х®, ХУ определяется из системы 
Аа В), (2) 
т.е. для заданной динамической связи станка и неизменных матрицах упругости подсистемы ин- 


струмента она зависит от параметров аи В, которые параметрически зависят от технологических 
режимов (глубины резания, подачи и скорости резания). Пусть из (2) определена точка равнове- 


сия системы. Тогда при заданных и неизменных параметрах а и Ь после замены Х\({) = Х“® + х(#) 


имеем уравнение в вариациях относительно точки равновесия 
я а В . 
то +й--+сх=Е[(Х "+ х(1)),а,6]- Е(Х`,а,Б) = ф(х), (3) 
И ИИ 
где ф(х) - новая нелинейная функция, удовлетворяющая условию $(0)=0. 

В динамических системах резания нелинейные функции являются гладкими и в любой точке 
равновесия у них существуют ограниченные сверху производные. Поэтому для анализа устойчи- 
вости равновесия достаточно анализировать систему 

Фх ‚ах 
той +с,х=0, (4) 
И ИИ 
(с. -0ф,/дх,) (с‚,- 0$, /дх,) 


. Причем, 
(с 2 — 0ф, / дх,) (с>2 — 9$, / дх,) 


где с; = 
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ав. ток, собьлаь ||’ 0 2) 
матрица динамической жёсткости процесса резания, элементы которой зависят от технологиче- 
ских режимов, геометрии инструмента, условий обработки и физико-механических свойств обра- 
батываемого материала. 

Правая часть уравнения (3) имеет матрицы инерционных, скоростных и упругих коэффи- 
циентов, которые ЯВЛЯЮТСЯ симметричными и положительно определёнными. В правой части сис- 


темы (4) матрица с, уже не является симметричной, так как несимметрична с”. Поэтому она 


в. _ - с® с 


© +с® [7]. Извест- 


но, что кососимметричная матрица определяет формирование циркуляционных сил, которые мо- 
гут привести к потере устойчивости равновесия системы резания [8]. Подробно свойства этих 
матриц рассмотрены нами ранее [4], где было показано, что при отсутствии изгибных деформа- 
ционных смещений инструмента, матрица (5) имеет коэффициенты второго столбца равные нулю. 
Вначале рассмотрим этот случай. 

Характеристический полином системы (4) принимает вид 


А(р)= Ао (р)+ с (тр? + .р+с,,)-со (в р+с,.)=0, (6) 
где Д,(р) - характеристический полином системы без процесса резания. 


представлена в виде симметричной и кососимметричной составляющих с; =с 


Рассмотрим несколько случаев. 
1. Из (6) следует, что при й,, =, =с, =с,, =0 система (4) является структурно устой- 


чивой при любых [с +” 





]0. Действительно, в этом случае характеристический полином (6) 
системы можно представить в виде (тр’ +. р-+се,+с”)(тр” +1, ,р+с,>). Его корни всегда 


имеют отрицательные вещественные части, если [с,, +с!1’])0. 


Ранее показано, что матрица динамической жесткости с может быть представлена в виде 


| 1 . 
с со5’а+с о зт”а (©. -с,.,)зш 2а, 
0,1 0,2 0,2 0,1 
° ° 2 ° . (7) 
с = 1 7 
(с, -с)зт2а ст” а + С, > 05? 
2 0,2 0,1 0,1 0,2 


где о - угол ориентации главных осей жесткости подсистемы инструмента, причем, с; и с, - 


значения жесткостей по этим направлениям. Поэтому первое направление обеспечения ус- 

тойчивости динамической системы резания по отношению к действию циркуляционных сил 
связано с компоновкой и конструктивными свойствами подсистемы режущего инструмента. 

Из (7) получаем, что скаларизация подсистемы режущего инструмента, при которой на- 

блюдается условие структурной устойчивости процесса связано с выбором с. Это установка суп- 

порта на наклонных направляющих станка. Кроме этого, уменьшение циркуляционных состав- 

ляющих сил возможно и на основе регуляризации жесткости подсистемы по различным направ- 


лениям, то есть при с, = со. При этом необходимо учитывать, что, как показано ранее [9], рас- 
пределение коэффициентов матрицы скоростных коэффициентов й подсистемы инструмента та- 


ково, Что их значения возрастают по направлению оси, по которой коэффициент жесткости имеет 
минимальное значение. 


2. Условие Й,, =Й,, =с,=с,, =0 не выполняется. Это наиболее общий и естественный 





для динамических систем резания случай. Представим матрицу упругости вместе с матрицей ди- 
намической жёсткости процесса резания в виде симметричной и кососимметричной составляю- 
щих. Тогда необходимо рассматривать систему 
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а х | 
та +В Черхчерх=0, (8) 

| 1 

ыЕ о о о 

Чате Со Сто 5 С1 2 

где с = а 
(Р) (Р) 
2+2 С> > +2 0 


В (8) матрицы т и А являются симметричными и положительно определёнными. Поэтому 


(к) 


при условии, что с;” =0 система будет асимптотически устойчивой, если 


1 
(Р) (Р) 
САС С + ор 
›0 (9) 
р 1 (Р) 
С12 ор С> > 


Условие (9) является необходимым условием устойчивости. В этом случае характеристиче- 
ский полином 


(Р) (Р)\2 


1 
Ао (р)= (тр” + й.Р оС )(тр* + й, ор + >>) 5 (И ›Рр +С2 + о Яр (10) 


(Р) 


имеет все корни с отрицательными вещественными частями. Принципиально, если С12 


неограни- 


ченно возрастает при ограничении на с’, то система потеряет устойчивость при 


1 
(Р) (Р) 
СС Ср + ме 
(0. 
зи 1 (Р) 
С12 об» С> > 


Ранее показано, что приращение модуля силы резания при варьировании деформацион- 
ных смещений в направлении Х’ зависит от ширины срезаемого слоя. Причем, ширина срезаемо- 
го слоя при неизменной геометрии инструмента возрастает при увеличении припуска. Параметр 


с’ определяется угловым коэффициентом ориентации сил, зависящим от углов режущего инст- 


румента. Поэтому на выполнение требования (9) оказывают влияние как технологические режи- 
мы и физико-механические свойства обрабатываемого материала, так и геометрические парамет- 
ры инструмента. 

Если (9) справедливо, то система может потерять устойчивость за счет действия циркуля- 
ционных сил. Действительно, пусть (9) справедливо, тогда для системы (8) характеристический 
полином можно представить в виде 


Ар А+ (11) 


Влияние циркуляционного члена на устойчивость удобно показать на основе использова- 
ния критерия устойчивости Михайлова [10]. Для (11) годограф Михайлова представлен в виде 


(рис.2) 
у : 1 
Д( 76) = А, (70) + че (12) 
Как видно, член, характеризующий влияние циркуляционных сил, смещает годограф Ми- 
(0) 


й ы 1 
хайлова параллельно оси абсцисс вправо и при определённых его значениях д(@2 )? (см. рис.2) 


система теряет устойчивость. 
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На приведённой иллюстрации значение 
графа Михайлова в точке его пересечения 


ной оси обозначено Ве“. Таким образом, асимптоти- 
ческая устойчивость рассматриваемой динамической 
системы процесса резания определяется двумя требо- 
ваниями. Во-первых, должно выполняться условие (9), 
во-вторых, на значения коэффициентов, определяю- 
щих влияние циркуляционных сил, должно быть нало- 
жено ограничение 


Моа{Ве®} >— д 5 (13) 





Условие (13) в развернутом виде с учетом всех пара- 


метров системы приводит к следующему требованию, Рис.2. Преобразование годографа Михайлова 
позволяющему определить область устойчивого пове- за счет влияния циркуляционного члена 
дения системы в м параметров 


(Р) 
Й, С 2 +1, 2 +Й, а — 2, > (с! 2 +0, 512 





Моа{— 5 
(И +Р, >) 
[т(с + 653) Е й,1й., 2 ет ‚У И, 122 + й 22+ й а г —2й, > (с, › +0 55°] (14) 
т(й + й, ›) 


Р р Р,0 
(си +), › — (с, +0, 5. г Ка ( И 


Для выяснения условий потери устойчивости в а случае, когда матрица динамиче- 


(РР) 
у г и С С 
ской жёсткости процесса резания является полной, т.е. представляется в виде с” = т ыы | 

[6 
1,2 252 


можно воспользоваться следующим приемом. Как уже отмечено, матрицы т и й являются сим- 
метричными и положительно определёнными. Известно [8], что при условии, когда соответст- 
вующая системе (8) консервативная система является устойчивой по Ляпунову, то добавление к 
системе диссипативной составляющей с полной диссипацией преобразует устойчивую по Ляпуно- 
ву систему в асимптотически устойчивую. Если же соответствующая системе (8) консервативная 
система является неустойчивой, то диссипативные члены не могут стабилизировать равновесие 
системы. Поэтому для определения условий устойчивости системы (8) достаточно проанализиро- 
вать соответствующую ей консервативную систему, т.е. проанализировать характеристический 


полином 
= 2 (Р) 
Д(р)=(тр ++ 
Полином (15) будет соответствовать устойчивой по Ляпунову системе в том случае, когда 
его корни находятся на мнимой оси (см. рис.2). Это случай, когда полиному (15) соответствуют 


две пары мнимых сопряженных корня. Таким образом, корни полинома (15) относительно р” 


(тр” + С, 2 + со)- (с, 2 + С, Е 1 + в (15) 


должны быть отрицательными и вещественными. 
Вычислим корни р’ полинома (15) 








2 "еее, об-е ес . ре.) +4(е раз Мен) 16 
(р,2) = Эт (16) 

Из (16) получаем следующие условия устойчивости по Ляпунову: 
а) (си+с+с,,+69)>0; (17) 
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Р Р)\2 Р Р Р Р)\2. 

Ь) (с чар = 622 26) ыы 4(с, > +4 с + в ]< (с +6 + С>2 +69) , (18) 
Р Р)\2 Р Р 

© (са +6 — С>2 =>) г 4(С1 а я &- [о Е би ]> 0. (19) 


Требование (17) практически всегда выполняется за исключением случаев, когда изгиб- 
ная жёсткость инструмента есть величина малая. Условие (19) всегда выполняется, если 


с. =с,1>0, <> >0, с} >0. Однако в том случае, когда с,, =с,, <0, возможно сочетание па- 


раметров, при которых условие (19) не выполняется. Требование (18) приводит к условию 
(еси) (© +) (с. +е) (+5) > 0, т.е. матрица упругости подсистемы инструмента с 


учетом матрицы динамической жёсткости процесса резания должна быть положительно опреде- 
ленной. Причем, суммарная матрица динамической жёсткости процесса резания и подсистемы 
инструмента может быть и несимметричной. 

Анализ областей устойчивости в плоскости варьируемых параметров. Обычно в при- 
кладных задачах требуется определение допустимых вариаций технологических режимов, при 
которых система резания имеет устойчивую точку равновесия. Ранее показано [9], что на элемен- 
ты матрицы динамической жесткости процесса резания при неизменной скорости резания оказы- 
вают влияние величины подачи на оборот заготовки и глубина резания. Однако в тех случаях, 


когда отношение величины подачи на оборот к ширине срезаемого слоя есть величина малая, то 


на значения с\’ и с°>) оказывает влияние, прежде всего, глубина резания. Более того, возможно 


(Р) 


и с) сглубиной резания 


линеаризованное представление связи с! 





1 ГА 

В О ы 

ад = Ри’ <12 = Р>, (20) 
со$ф созф 

где ф -— главный угол в плане режущего инструмента; 2, - глубина резания; р,, р, — параметры, 

имеющие смысл давления стружки на поверхность инструмента в направлениях Х\ и Х.. 


(Р) (Р) 


Тогда значения с; и с<› отличаются от {, постоянными коэффициентами. 


Р 


Для выделения областей устойчивости в плоскости варьируемых параметров с\ — 


ис 


воспользуемся методом О-разбиения [10]. Уравнения фигуративных линий в этом случае можно 
представить в виде: 
оО” + Ве = В ео 
пп(О,) с!) + пи(О,) с) = (О, ), 
где 
Ве(О,) =с,, -тв’; Ве(О,) =-с. 1; 
Ке(О,) = (т)? ых (с 5 >>) ее йй я (1, >) ©’ +СыС›2— (в) , 
Пи(О,) = й, >05 р Пи(О,) = —й, 6; 
Нп(О,) =-т(Й, , + й, >) + оо +А ен): 
Не останавливаясь на деталях, приведём пример изменения областей устойчивости систе- 
мы в плоскости двух параметров с“ и <’ (рис.3). Исходные параметры системы приведены в 
таблице. На приведённой иллюстрации дан пример изменения областей устойчивости в зависимо- 
сти от изменения коэффициентов второго столбца матрицы с’. Для наглядности будем считать 
справедливым соотношение с“ =к*с“". Пример изменения областей устойчивости дан для 


к =0,2. Как видно, по мере увеличения коэффициентов второго столбца матрицы динамической 
жёсткости процесса резания область устойчивости сужается. Это подтверждается всеми экспери- 
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ментальными данными при изучении устойчивости процесса резания: при уменьшении изгибной 
жесткости склонность системы резания к развитию автоколебаний возрастает. 


Параметры исходной системы без резания 



































т. ‚ к.с /мм й, кГ.с/мм С ‚ кГ/мм 
100 0.1 0.14 2000 —800 
0 10: 0.14 0.4 —800 1000 
с (2) 
ы › кГ/мм 
1000 — т т 
нию 
Устойчивая область 
ов 
-500 ммм ее ое ее 
О ны а 
БО а АХ Г ый 
ь 
-2000 --- Неустойчивая область о 
-2500 
-1000 -500 0 500 





(Р) 


Со › КГ/мм 


(Р)- 


Рис.3. Преобразование областей О-разбиения при увеличении с /: 


(Р) 


кривые трансформируются по направлению стрелки при увеличении с. , 


в пределах 0, 100, 200, 300, 400 


(Р) 


Подчеркнем, коэффициенты си’ и <>) возрастают, примерно пропорционально, по мере 


11 
увеличения глубины резания и зависят от скорости резания и геометрии инструмента. Анализ об- 
ластей устойчивости динамической системы резания в плоскости варьируемых параметров позво- 
ляет на стадии проектирования технологического процесса выбирать технологические режимы по 
критерию устойчивости процесса резания. 

Заключение. Рассмотренный механизм потери устойчивости представлен в специальной литера- 
туре впервые. Выполненный анализ влияния позиционных связей на устойчивость равновесия 
динамической системы резания показал, что при определённых соотношениях коэффициентов 
жесткости динамической связи, формируемой процессом резания, система может потерять устой- 
чивость. Причем потеря устойчивости обусловлена влиянием циркуляционных сил, формируемых 
естественным образом при резании. В свою очередь, коэффициенты матрицы жёсткости динами- 
ческой связи процесса резания при неизменных физико-механических характеристиках обрабаты- 
ваемого материала и условиях обработки зависят как от технологических режимов, так и от гео- 
метрических параметров инструмента, в частности, и от формы изгибных деформационных сме- 
щений инструмента. 
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\. 1. гАКОМОВОТМТУ, РНАМ Отн Типа, МСУУЕМ Хиап СШет 
(Роп Зае Теспткса! Упмег®Ку) 


Тре ргоМет о! {те аупати/с сита зует та Бу ЕпгоидН {пе роопа! соир/тд иРиСВ 15 Гогтеа аз а гези! оЕ 
{Пе сита Гогсе свапде аерепатд оп те е/азЁс аеогтайоп @р/асетептё о! те юо/ т геаНоп №0 те иок- 
р/есе, 15 сопяаегеа. Тре сита тяаЫШу аерепдепсу оп 1е эКеи-зутте"с сотропепёз о! {те зуйет Е! 
5Ийтез$ таёих ис Ютт сисшайоп (попроепйа!) Гогсез [5 5поитп. 

Кеуигога&: Нлгппд, ау, рохШопа! соир/пд, сгсшайоп Гогсез. 
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